
සං��ත ග�තය  

15.1 ව��ප�නය ඇ�ෙර� හැ�� ල�ෂ�ය 
�ම�ශනය කර .  
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��ණතාව 15 

��ණතා ම	ටම 15.1 

ව��ප�න භා�තෙය� @තයක හැABම �ශ්ෙCෂණය කර . 

ව��ප�නය ඇ�D� හැරE� ල�ෂ�ය �ම�ශනය කර . 

ඉෙගG� පල  

ෙදන ලද @තයක ස්ථාවර ල�ෂ� අ�ථ ද�ව . 

සාෙI�ෂ උපDමය සහ සාෙI�ෂ අවමය යG Kම� දැ  �ස්තර කර . 

@තයක උපDම හා අවම ල�ෂ� ෙසLම සඳහා “පථම ව��ප�න පB�ෂාව “ ෙයොද . 

ස්ථාPය උපDම ල�ෂ�ය� ෙහෝ ස්ථාPය අවම ල�ෂ�ය� ෙහෝ ෙනොවන ස්ථාවර 
ල�ෂ� ද පව4න බව පකාශ කර . 

න4ව�තන ල�ෂ� හRනා ග1 . 

S ඇ4 @තයක හැරE� ල�ෂ�ය� උපDමය� ද අවමය� ද න4වDතනය� දැ  
පB�ෂා TBමට ෙදවන අවකලන සංVණකය භා�තා කර . 
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1. @තයක සථ්ාවර ල�ෂ�ය WX අ�ථ ද�වා ඇ4 අවකල� f @තයක වන ෙසY  ල�ෂ�  f 
@තෙZ ස්ථාවර ල�ෂ�� ෙලස අ�ථ ද�වG ලැෙ[. 

cx = 0)( =′ cf cx =

01. ව��ප�නය ඇ�D� හැරE� ල�ෂ�  

       

    

C Aය\ ]ළ අවකල� f  න� @තය� සලක_.    
 
    

  Aය\ ]ළ ]ළ y = f (x) W පස්තාරය පහත `පෙZ පDa ෙb යැ  ග1_.  

),( bax ∈

),( bax ∈

02. පා�තරය� ]ළ වැc වවන සහ අdවන @ත  

1ද�න : 

)1(222)(

;2)( 2

−=−=′

∈−=

xxxf

IRxxxxf සලක_. 

ෙමW 

1=x � 0)1( =′f ෙb. 

∴( 1 , -1 ) ල�ෂ�ෙZ S වකයට ඇg ස්ප�ශකෙZ අGකමණය 
hන� ෙb.  

එන� එW ල�ෂ� ෙZ S  වකයට අgන ස්ප�ශකය x අ�ෂයට 
සමා�තර ෙb. 

∴ x = 1 යG f @තෙZ ස්ථාවර ල�ෂ�ය� ෙb.  

තව ද x = 1 �ට f (1) = 1-2 = -1 ෙb. 
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 y = f (x) 

 y = f (b) 

 y = f (a) 

a b 

x 

 P (x ,y ) 

 y = f (x) 

 y = f (b) 

 y = f (a) 

a b 
x 

θ 

 P (x ,y ) 

 y = f (x) 

 y = f (b) 

 y = f (a) 

a b 

x θ 

 P (x ,y ) 

ෙමW S Aය\   ]ළ x W අගය a Aට b ද�වා වැcවන �ට f (x) ය�න f (a) Aට f (b) ද�වා සතතෙය� වැc 
වන බව ෙපෙ�. 
 

 තව ද Aය\ ]ළ වකය මත iWj ඕනෑම ල�ෂ�යක S වකයට ඇg ස්ප�ශකය x අ�ෂෙZ 
ධන aශාව සමග සාදන ෙකෝණය θ න� ; θ ය�න 0 < θ <  වන පDa iWට . 
 
 
එන� ෙb.  
 
ෙමවැ1 @ත වැc වන @ත ෙලස හp�ව_. 
 
 
 y = f ( x ) වකය (b) `පෙZ පDa ෙb න� ; 

),( bax ∈

),( bax ∈

2

π

0tan)( 〉=′= θxf
dx

dy

 y = f (x) 

 y = f (b) 

 y = f (a) 

a b 

x 

 P (x ,y ) 

θ 

y = f (x) වGෙZ (i) `පය පDa ෙb න�, 

(i) 

(ii) 
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ෙමW S x W අගය a Aට b ද�වා වැc වන �ට f @තෙZ අගය f (a) Aට f (b) ද�වා අdෙb.  
 

Aය\ ]ළ වකය මත iWj ඕනෑම ල�ෂ�යක S අgන ලද ස්ප�ශකය x අ�ෂෙZ ධන aශාව සමග θ  
 
මහාෙකෝණය සාද . එන� π/2 < θ < π 
 
එබැ�� ෙb. 
 
ෙමවැ1 @ත අdවන @ත ෙලස හp�ව_.      

),( bax ∈

0tan)( 〈=′ θxf

),( bax ∈ 0)( 〉′ xf

 වැc වන @තය 
 

Aය\       ]ළ         න� , f @තය එම පා�තරය ]ළ වැc ෙb යැ  TයG ලැෙ[.  

 අdවන @තය 
 
 Aය\ ]ළ න� f @තය එම පා�තරය ]ළ අd ෙb යැ  TයG ලැෙ[.                           ),( bax ∈ 0)( 〈′ xf

1ද�න : 
 
 f (x) = න� , f @තය අdවන සහ වැc වන x W අගය පරාසය ෙසොය�න. 

x
xx

2
23

23

−−
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�සp� : 
 
 f (x)  = 

 

 

 

 

හා +2 �ට    ෙb. 
 

තවද �ට ෙb. f වැcය. 
  

�ට f @තය අd ෙb.   

 

          �ට f @තය වැcෙb.   

x
xx

2
23

23

−− IRx ∈; 

2)( 2 −−=′ xxxf

)2)(1( −+= xx

1−=x 0)( =′ xf

1〈−x 0)( 〉′ xf

21 〈〈− x ;0)( 〈′ xf

x〈2 ;0)( 〉′ xf

03. S ඇ4 @තයක සාෙI�ෂ උපDමය සහ සාෙI�ෂ අවමය. 
(පළ_ ව��ප�නය භා�තෙය�) 

Aය\ ]ළ අවකල� f න� @තය� සලක_. ෙමW න�,  
 

 (i) a<x<c �ට ද  
     
    c<x<b    �ට ද න�, 
   

     ල�ෂ�ෙZ S f @තයට සාෙI�ෂ උපDමය� ද   
 

 (ii) a < x <c  �ට ද ෙb. 
       
                c< x < b �ට ද න�, 
        
  ල�ෂ�ෙZ  S  @තයට සාෙI�ෂ අවමය� ද ඇතැ  TයG ලැෙ[. පහත `ප    
     සටහ1� දැ�ෙb.     

),( bax ∈ ),( bac ∈

0)( 〉′ xf

0)( 〈′ xf

cx=

0)( 〈′ xf

0)( 〈′ xf

cx=
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a b c 
x 

y =f(x) 

a b c 
x 

y =f(x) 

 

�ට f  @තය වැc ෙb.  

�ට f  @තය අd ෙb.  

cxa 〈〈
bxc 〈〈

 

�ට f  @තය අd ෙb.  

�ට f  @තය වැc ෙb.  

cxa 〈〈
bxc 〈〈

Aය\  ]ළ  පවy න� ; x = c WX උපDමය� ෙහෝ අවමය� 4zමට අ1වාර � 

අවශ�තාවය f '(x)=0 Lම . 
 
ඉහත උපDම ෙහෝ අවම ල�ෂ�වලට ආස�න ල�ෂ�වලS අවකල සංVණකෙZ ලKණ ෙවනස් 
වන බැ�� එම ල�ෂ� හැර�� ල�ෂ� ෙලස ද හp�ව_.  
   

 
 

සාෙI�ෂ උපDම , සාෙI�ෂ අවම සඳහා ස්ථාPය උපDම, ස්ථාPය අවම ෙලස ද හp�ව_.   

),( bax ∈ )(xf ′

සටහන 
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04. න4ව�තන ල�ෂ�ය 

සාමාන�ෙය� වකය� මත iWj ල�ෂ�යක S වකයකට ස්ප�ශකය� ඇg �ට , ස්ප�ශ ල�ෂ�ය අඩංV ය� Kඩා පා�තරය� ]ළ 
වකය මත iWj ල�ෂ� ස්ප�ශකයට එකම පස iWට . (`පෙZ පDa) 

වකය මත iWj සමහර ල�ෂ� වලS වකයට ස්ප�ශකය� ඇg �ට, ස්ප�ශ ල�ෂ� අඩංV ය� Kඩා පා�තරය� ( අසර� ) ]ළ වකය  
මත iWj ල�ෂ� `පෙZ පDa ස්ප�ශකයට ෙදපස iWට .  
ෙමවැ1 ල�ෂ� න4ව�තන ල�ෂ�� යැ  TයG ලැෙ[.  

P 
P P 

(i) (ii) 

ෙමWS වකයට ඇg ස්ප�ශකය , නැවත ස්ප�ශ ල�ෂ� හරහා වකය ෙ�දනය කර .  
ෙමWS අi සාක�ඡා කරGෙZ වන පDa Y න4ව�තන ල�ෂ�� පම�.    0)( =′ xf

(i) (ii) 

Y = f(x) 

y 

a b c 
a c b 
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එවැ1 ල�ෂ� න4ව�තන ල�ෂ�ය� ෙලස හැg�ෙb. තව ද  ෙමම ස්ප�ශකයට ෙදපස ය� පා�තරය� ]ළ 
වකය iWටා ඇත.  

dx

dy

 ( i) `පය සලක_.  

  a < x < c �ට                              ද  
  

  c < x < b �ට ද ෙb න�  
   

 f @තයට x = 0    WX න4ව�තන ල�ෂ�ෙZ ඇතැ  TයG ලැෙ[.  
 

(ii)  `පය සලක�න.   
                                 

  a < x < c �ට                              ද  
  

  c < x < b �ට ද ෙb න�  
  

   f @තයට x = c    WX න4ව�තන ල�ෂ�ෙZ ඇතැ  TයG ලැෙ[.  
                   

0)( 〉′ xf

0)( 〉′ xf

0)( 〈′ xf

0)( 〈′ xf

සටහන 

න4ව�තන ල�ෂ�ය හැ�� ල�ෂ� ෙනොෙb. එන� x = c හරහා x W අගය ෙවනස් Lෙ� S 
W ලKණ ෙවනස් ෙනොෙb.  

)(xf
dx

dy
′=
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05. ෙදවන ව��ප�නය භා�තෙය� ස්ථාවර ල�ෂ�වල ස්වභාවය 1�ණය TBම. 

Aය\ ]ළ අවකල� f න� @තය� සලක_. තව ද c  යG a < c < b වන පDa Y අගය� ග1_.  
 

),( bax ∈

y = f (x) 

x 

c a b 

 a < x < c �ට                              ද  
 

  x = c �ට  ද   
 

 c < x < b �ට ද ෙb.    
 

දැ� x ට එaDව පස්තාරය සලක_. 
   

0)( 〉′ xf

0)( =′ xf

0)( 〈′ xf









dx

dy

dx

dy

θ 

a c 

Q 

x 

P 

b 

)(af ′

)(bf ′

Aය\  ]ළ එW වක ෙකොටස PQ ම�� 1`පණය ෙb. එ�ට (c ,0) ල�ෂ�ෙZ S වකයට ඇg 

ස්ප�ශකය x අ�ෂෙZ ධන aශාව සමග සාදන ෙකෝණය මහ ෙකෝණය� ෙb.   b < θ < π 
එබැ��  
 
 
 
 
 
 

එන� x = c WX y = f (x) වකයට සාෙI�ෂ උපDමය� ඇ4 �ට , ෙb.  

),( bax ∈

0

0tan

0

2

2

〈







∴

〈=








=x
dx

yd

dx

dy

dx

d
θ

0
2

2

〈








= cx
dx

yd

(i) x = c W f @තයට සාෙI�ෂ උපDමය� ඇ4 �ට  
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(ii) x = c WS සාෙI�ෂ අවමය� ඇ4 �ට  

y  

x 

c a b 

 a < x < c �ට                              ද  
 

  x = c �ට  ද   
 

 c < x < b �ට ද ෙb.    

0)( 〈′ xf

0)( =′ xf

0)( 〉′ xf

ෙමWS  

Aය\ ]ළ x ට එaDව W පස්තාරය සලක_.    ),( bax ∈
dx

dy

dx

dy

θ 

a c 

Q 

x 

P 

b 

Aය\  ]ළ එW වක ෙකොටස PQ වන අතර , (c ,0)  S වකයට ඇg ස්ප�ශකය x අ�ෂෙZ ධන aශාව 

සමග සාදන θ ෙකෝණය �\ ෙකෝණය� ෙb.  0 < θ <  
එබැ��  
 
 
 
 
 
 

එන� x = c WS y = f (x) වකයට සාෙI�ෂ අවමය� ඇ� න�, ෙb.  

),( bax ∈

0

0tan

2

2

〉







∴

〉=








= cx
dx

yd

dx

dy

dx

d
θ

0
2

2

〉








=cx
dx

yd

2

π
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(iii) x = c WS f @තයට න4ව�තන ල�ෂ�ය� ඇ4 �ට ඇ4 �ට  

 a < x < c �ට                              ද  
 

  x = c �ට  ද   
 

 c < x < b �ට ද ෙb.    

0)( 〉′ xf

0)( =′ xf

0)( 〉′ xf

Aය\ ]ළ x ට එaDව පස්තාරය සලක_. එය PQ ම�� දැ�ෙb.   ),( bax ∈








dx

dy

y 

x 
c a b 









dx

dy

 
a b c 

x 

Q 

P 

ෙමW PQ ෙකොටස (c , 0) WX x අ�ෂය හා ස්ප�ශ ෙb. 
එන�  
 
 
 

 ෙb. 

0=







dx

dy

dx

d

0
2

2

=








= cx
dx

yd


